Vectori in plan. Coliniaritate si paralelism

o Egalitatea vectorilor.

Doi vectori sunt egali daca au aceeasi directie, acelasi sens si aceeasi lungime (marime, modul).

e Regula triunghiului sau relatia lui Chasles.

R
Oricare ar fi trei puncte P, Q, R in plan, are loc egalitatea: PQ+QR= PR.
B Q
* Regula paralelogramului
Fie é,ve, PQ=a si PT=v.Construim paralelogramul PQRT.
Atunci u+ D=—Q+}_97‘=Fé+51-(’=1_31—? T R
P Q

® Vectori coliniari

Doi vectori se numesc coliniari daca au aceeasi directie. Acest lucru se intampla in doua
cazuri:

- cand ambii vectori sunt nenuli si dreptele lor suport sunt paralele sau coincid;
- cand cel putin unul dintre cei doi vectori este nul.

,Paralelismul “ vectorilor reprezintd, asadar, un caz particular al coliniaritatii lor, lucru explicabil prin
faptul ca vectorii liberi nu au o pozitie fixa si pot fi translatati in orice punct al planului.

Teorema. Fie & un vector nenul si v un vector oarecare.
1) Daca a si v sunt coliniari, atunci exista un numar real %, unic, astfel incat v =L .

2) Dacd existd A € R astfel incat v=2Aa, atunci & si v sunt coliniari.

* Descompunerea unui vector dupa directiile a doi vectori necoliniari dati. Fie 4 si b doi vectori

necoliniari. Oricare ar fi vectorul ¥ din plan, existd «,pe R astfel incat v =aa+pb. Scalarii o si B cu

aceasta proprietate sunt unici.



* Teorema bisectoarei. Fie triunghiul ABC si [AD bisectoarea unghiului A, unde De[BC]. Atunci avem:
AB _ BD

AC DC’

* Vectori de pozitie

sau de pozitie.

. . AM N 0= = . . )
» Dacd —==k,atunci r,, =——r, +——r, . In particular, daca M este mijlocul segmentului [AB],
MB k+1 k+1
— —+—
avem 1, =2 v
2
. . = Lt +rL
» Daca G este centrul de greutate al triunghiului ABC, atunci r. = BN

3
» Daca |l este punctul de intersectie al bisectoarelor triunghiului ABC si a, b, ¢ sunt lungimile
aa+bg+cz

laturilor lui, atunci 1, =
a+b+c

¢ Relatia lui Sylvester

Fie H ortocentrul si O centrul cercului circumscris triunghiului ABC. Atunci: OH = OA+ OB+ OC .

* Teorema lui Menelaus si reciproca ei

Fie ABC un triunghi si M, N, P puncte astfel incat M e (AB), C e (BN), Pe (AC). Atunci M, N si P sunt

- < . . AM BN CP
coliniare dacd sinumaidacd — ——=1.
MB NC PA

* Teorema lui Ceva si reciproca ei

Fie ABC un triunghi si M, N, P puncte astfel incat M e (AB), N € (BC), Pe (AC). Atunci dreptele AN, BP si

CM sunt concurente daca si numai daca A—M-ﬂ-c—}:,:l.
MB NC PA

* Produsul scalar. Pentru orice doi vectori nenuli v,v,, numarul real v,-v, =V, |-|V,|-cosa, unde
a=m(«x(%,v,)) se numeste produsul scalar al vectorilor v, si v,. Daca v sau v, este nul, atunci prin

definitie produsul scalar v, - v, este nul.

Avem:

» Daca ¥, si v, sunt vectori nenuli, atunci: v, L v, <> ¥V, =0



Vectori intr-un reper cartezian

Fie xOy un reper cartezian fixat.
e Coordonatele unui vector

Definitie. Se numeste versorul axei Ox vectorul i de lungime 1, cu aceeasi directie si acelasi sens

ca axa Ox. Analog se defineste versorul axei Oy, notat cu j
Avem |7 |=| jl=1si 1L j.

Teorema. Pentru orice vector Vv din plan, existd o unica pereche de numere reale a si b astfel incat

Vo airb].

Definitie . Numerele a si b din teorema de mai sus se numesc coordonatele lui v. Notam, pe scurt,
v(a, b).

Prin urmare, avem v(a, b) daca si numaidaca v=ai+bj.
Observatie. Din teorema rezulta ca pentru a, b, ¢, d € R avem:

a}+b3=c}+d3<:> (a=csi b=d)

« Lead li l [ ilor si ! le } [

Fie punctul M(x,,, y,,) . Atunci OM = XM;'+ yM‘—j, deci OM (x,,, y,,) - Cu alte cuvinte, coordonatele

vectorului de pozitie al unui punct coincid cu coordonatele acelui punct.

Teorem. Fie punctele A(x,, y,), B(x,. ;) . Atunci vectorul AB are coordonatele (X, — X, ¥, — ¥.) ,

adicd AB=(x,—x,)i+(yy—y,)J -

Deci AB(x,—x,, Y~ ¥,).

Aplicatie. Fie patrulaterul ABCD. Atunci :

B c
— X, =X, = X.— X,
ABCD este paralelogram < AB= DC < )
Ye=VYa=Vc— )b




e Conditia de coliniaritate a doi vectori

Reamintim ca doi vectori se numesc coliniari daca au aceeasi directie. Acest lucru se intampla in doua
cazuri:

- cand ambii vectori sunt nenuli si dreptele lor suport sunt paralele sau coincid;
- cand cel putin unul dintre cei doi vectori este nul.

,Paralelismul “ vectorilor reprezinta, asadar, un caz particular al coliniaritatii lor, lucru explicabil prin
faptul ca vectorii liberi nu au o pozitie fixa si pot fi translatati in orice punct al planului.

Teorema. Vectorii nenuli ;/(a, b) si ;'(a',b') sunt coliniari daca si numai daca numerele a si b sunt direct
proportionale cu a’si b’.

r

Dacd b#0si,b #0,avem: v(a,b)si vV (a',b) sunt coliniari <> %=%.

Observatie. Mai general, vectorii -l.'(a, b) si 7(a’. b') sunt coliniari <> ab’' = a'b. Aceasta conditie

include si cazul in care cel putin unul dintre vectori este nul.

e Produsul scalar. Modulul unui vector.

Definitie. Fie a masura unghiului dintre vectorii v Si 7, a €0, ] . Prin definitie, produsul scalar al

celor doi vectori este
v-V | v|-|V|-cosa
Teorema. Fie v(a,b)si V(a,b) . Atunci v-V = aa' +bb'.

Consecinti. Fie v(a, b) . Atunci |;/|= Jat+b* .

Teorema. Fie doi vectori nenuli ;/(a. b) si ;'(a’, b'). Avem: ;/(a, b) L x—/(a'. b) < aa'+bb' =0



Aplicatii propuse:
1. Fie ABCD un pétrat de latura 4v/2. Determinati modulul vectorului AB + AD.

2. Fie ABCD un paralelogram cu AC N BD = {0}. Demonstrati ci OA + OB + OC + 0D = 0.

3. Fie ABC un triunghi dreptunghic cu ipotenuza BC = 8, iar M mijlocul ipotenuze. Calculati
modulul vectorului MA + MB + MC.

4. Fie ABCD un patrat de latura a. Determinati modulul vectorului AC — BD.
5. Daca triunghiul ABC este echilateral de latura 3, determinati norma vectorului AB + AC.

6. Fie dreptunghiul ABCD. Demonstrati ca vectorii i = AB + BC Siv= BA + BC au modulele
egale.

7. Daca ABCD este un paralelogram, iar P un punct din planul paralelogramului, demonstrati
i PA+ PC = PB + PD.

8. Dacd ABCD este un paralelogram cu AC N BD = {0}, demonstrati ca, pentru orice punct P
din plan, are loc PA + PB + PC + PD = 4P0.

9. Fie ABCD un paralelogram, iar punctul O intersectia diagonalelor sale. Daca M este mijlocul
laturii AB, iar N este mijlocul laturii CD, demonstrati ca OM + ON = 0.

10. Se considera triunghiul ABC, M mijlocul laturii BC, iar P mijlocul laturii AC. Demonstrati ca
vectorii i = BA + BC si % = MC + MP sunt coliniari.

11. Fie M mijlocul segmentului [AB] iar P mijlocul segmentului [AM]. Demonstrati ca are loc
relatia 3PA+ PB = 0.

12. Fie rombul ABCD cum(#A) = 60°. Demonstrati ca vectorii AB — AD Si CD au acelasi modul.

13. Consideram patrulaterul ABCD, M mijlocul laturii AB iar N mijlocul laturii CD. Demonstrati
cd AD + BC = 2MN.

14. Fie triunghiul ABC, M mijlocul laturii BC, N mijlocul medianei AM, iar P € [AC] astfel incat
PC = 2PA. Demonstrati ca punctele B, N si P sunt coliniare.

15. Se consider punctele M, N, P si Q astfel incat MN + PQ = MQ. Demonstrati c& punctele N
si P coincid.

16. Se considera triunghiul ABC, G centrul sau de greutate, M astfel incat 4BM = BA si N astfel
incat 5SCN = 2CA. Aratati ca punctele M, N si G sunt coliniare.
17. Fie vectorii AB = —27 + 3 si BC = 57 — 7J. Calculati modulul vectorului AC.

18. Fie vectorii i = 2T+ J, U = 41+ 3] siw = —31 — 2J. Calculati @ + U + 2w.

19.1n reperul cartezian x0y, se considerd A(1,—1) si B(3,5). Determinati coordonatele
punctului C din plan, pentru care 04 + OB = OC.

20. Determinati numerele reale x si y, stiind cd vectoriii = (2x + 1)T+ 4Jsiv = -1+ (y + 1)J
sunt egali.



Vectori - Figa de lucru

1. Se considerd sistemul de axe de
coordonate cartezian aldturat in care avem
punctele A, B, C. Calculati: a} Modului
vectorilor a=0A4, b=08 , £=0C si
orientarea lor fata de axa Ox. b) Exprimati
vectorii In functie de versorii axelor de

s Ym -—
1om

coordonate 7 si j. ¢) Calculati @ + b+ & d)
Calculatid — ¢. e) Calculatid-b , é-b-d

2. Fy=120N, F, =
80N, 6, = 60°,
#, = 75° a)
Calculati rezultanta
celor doud forte. b)
Ce valoare are i cum
trebuie orientatd o a
treia fortd astfel
incdt s3 anuleze
efectul celor doud?

Nord |

(o 1 L1 L] dm)

3. Se consider vectorii @ = 87 + 2j'si b= —50 + 2J.
a)Calculati modulul fiecarui vector. b)Desenati
vectorii. c) Calculati unghiul dintre vectori. d)Calculati
produsul scalar $i produsul vectorial al vectorilor.

4. Pozitiile a doud nave sunt receptionate de o stati
radar aflatd intr-un port. Radarul receptioneaz
pozitia primei nave ;=150 km, @, = 65, siaceleid
adoua nave r; = 200 km, e, = 40°. Vectorii 7] §iT;
se numesc vectori de pozitie. a) Calculati distant
dintre cele doud nave. b) Desenati vectorul ¥, — 77 . ¢
Dacz cele doud nave au vitezele, respectiv prima nav
v, = 50km/h orientata spre Est i a doua nava, v, =
60km/h orientatd pe directia r;, (vezi figura 1.20)
Calculati distanta dintre cele doud nave dup3 1
minute. Daca directile de mers se mentin, exist.
posibilitatea ca navele sa se ciocneasca?

5.Un avion zboard cu viteza constanta la indltime
constanta h = 7,6-10° m deasupra unei persoane
consideratd centrul axelor de coordonate. La
momentul t = 0s avionul se afld chiar deasupra
capului iar la t = 30s pozitia avionului este descrisa
de vectorul Py = 8,04-10°T + 7,6 - 10%].
Determinati pozitia si orientarea avionului la t = 455

6. Un controlor de trafic aerian observa doud avioane
pe ecranul radarului, primul la indltimea de 800m,
distanta orizontald de 19,2m si 25° sud-vest, al doilea
este la 1100m altitudine, distanta orizontala de 17,6m
si 20° sud-vest. Care este distantd dintre cele doud
avioane?

7. Un paianjen sta agatat prin
indermediul a 3 fire. Forta
gravitationald  exercitatd  asupra
paianjenului este G = 0,15N. Cele doua
fire x, i y sunt perpendiculare intre
ele iar tensiunea in firul x este T, =
0,127N. a) Calculati T,,. b) Calculati
unghiurile pe care firele x si y le face
cu orizontala.




